Bemerkung 2 (Gegenbeispiel fiir die allgemeine Giiltigkeit der
Aussage)

Man kann ein Modell angeben, bei dem Xj, ..., X,, stochastisch unabhingig sind, jedes
X; Bernoulli(p)-verteilt ist und

P(A; = 4|X; = 1) 0,5
P(A;=12|X;=1) = 0,3
P(A;=01X;=1) = 0,2
P(A;=01X;=0) = 1

fir ¢ = 1,...,n gilt, aber nicht

n
EQ) A|X =2)=5,6-x
i=1
wobei zur Abkiirzung X := > | X; sei.

Begriindung:
Zur Abkiirzung sei S; := X — X; = Xn: X firi=1,...,n.
=L
Die Verteilung von A; sei folgendermafien festgelegt:
P(A;=0/X;=0)=1

P(A; =12|X; =1und S; =s) =0,3 fir alle s € {0,...,n — 1}

P(A;j=4|X;=1und S; =) =0,5—-6 fir s=0,1,...,c
P(S; <c)
e ) = oo

P(A;=0|X;=1und S;=5)=1-0,3—(0,5—9)

=0,24+46firs=0,1,...,c

i
i =4/X;=1und S; =5)=0,5+9- firs=c+1,...,n—1

P(S; <

P(S;<e¢) . -
= -0 —————f = 1,...,n—-1
0,2—9 1= P(S; < o) irs=c+1,...,n

wobei § und ¢ so gewéhlt werden, dass P(S; < ¢) <  und 0 < § < 0,2 gilt (dadurch
ist sichergestellt, dass die gewédhlten Wahrscheinlichkeiten tatséchlich zwischen 0 und 1

liegen).
A; kann nur dann Werte b # 0 anehmen, wenn X; = 1, deshalb gilt:

1. Fir alle b # 0:

PlAi=0%:=1)= P(X;=1) S P(Xi=1) p

2. Fir alle Teilmengen B von {0,1,...,n — 1} und alle b # 0:
P(A;=bund X; =1und S; € B)

P(A; = b|X; =1 und S; € B) - P(X;=1und S; € B)

weil b # 0 P(Ai:bund SIGB)
B P(X;=1und S; € B)
P(A; =bund S; € B)

P(X; = 1)P(S; € B)



Der letzte Schritt gilt, weil X, ..., X, stochastisch unabhéngig und somit auch X;
und S; stochastisch unabhéngig sind. Damit ergibt sich:
P(Ai:bundSieB) _1
P(X;=1)P(S;€B) p

3. Esgilt fiir s =0,...,c

wegen 2.

P(A; =4|S; =) p-P(A; =4X;,=1und S; =s)=p-(0,5—9)

4. Es gilt
P(A; =4 und S; <c¢)

P(A; = 4IS; < ¢) -
Satz v.d. totalen WS # EC: o L L
= P(S; < c¢) S_OP(Az = 4|S; = 5)P(S; = 5)
wegen 3. 1 -
i - —5)-P(S; =
P(S; < c) s:op(o’ 5 ) (S s)

= p(0’575)

Analog zu 3. und 4. zeigt man:

P(S; <c) .
. P(A;=4|S;=5s)=p- = N firs=c+1,...,n—1
5. P =5 =) =pe (05400 el ) firs <ot L
- B P(Si <¢)
6. P(A; =4[S;i>c)=p (0’5+6 1—P(SiSC)>

7. Nun gilt, mit dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit, und mit 4. und 6.

P(A; —4|X; = 1) = ;-P(Ai:zl)
- ]19 C(P(Ai = 4ISi < ¢) - P(Si < ¢) + P(A; = 4IS; > ¢) - P(S; > ¢))
. 1 ) P(Siﬁc) ) ]
_ p-(p-(O,S—(S)-P(SZSc)+p-(0,5—i—5-1_P(Si§6)) p(sz>c))

= 0,5:1-0-P(Si<c)+6-P(S;i<c)
= 0,5
was ja auf jeden Fall gelten soll. Man rechnet ganz dhnlich nach, dass gilt:
8. P(A;=0|X;=1)=0,2und P(A4; =12|X; =1)=0,3
was natiirlich auch gelten soll.

Nun ist nur noch zu zeigen, dass nicht fiir alle x € {0,...,n} gilt

EQ) Aj|X =2)=5,6-x

9. Es gilt fir alle b # 0

P(A; =bund X = 1x)

P(A; = b|X = 2) =

P(X =x)
b#0 P(A;j=bund X; =1und X =z)
B P(X =z)
n. Definition von §; P(A; =bund X; =1 und S; =2 — 1)
B P(X =)
b#0 P(A;=bund S; =z —1)
B P(X =1x)



Dieser Bruch wird nun mit P(S; = x — 1) erweitert (Trick), dann ergibt sich

B B _ PAj=bund S;=2—-1) P(S;i=z-1)
PAi=bX =2) = P(S;=z—1) P(X =)
(n—l)px—l(l _ p)(n—l)—(m—l)

r—1
(H)po(1—p)n—e

Dabei wurde ausgenutzt, dass S; wieder binomialverteilt ist, denn die X; mit j # ¢
sind stochastisch unabhangig. Nach Kiirzen ergibt sich wegen 1.

T
np
T

= —-P(Ai:b|Xi:1undSi:x—1)
n

P(AZ:b|X:a;) = P(Ai:b|S,~:a:—1)

Also gilt mit Beriicksichtigung der Fallunterscheidung bei der Festlegung der Vertei-
lung von A;:

PA;=4X=2) = ~. P4 =4und X;=1und S; =z — 1)
n
£.(0,5—-9) firz=1,...,c+1
= <. P(S; <c¢) o
E.(0,5+5-W) fire=c+2,...,n
Ferner

P(A; =12[X =2) = ~P(A,-:12]XZ~:1undSi::c—l):%-O,?)

x
n
Damit gilt firi=1,...,n:

B(Aj|X =2) = 4-P(A;=4|X =) +12- P(A; = 12|X = 1)

" " 0,5—96 firez=1,...,c+1
= 12-—-0,34+4-—- P(S; <c¢) .
n n 0,5—1—(5-% firec=c+2,...,n
Das ist fiir alle ¢ gleich, es gilt
n n
E) AlX==z) = Y E(A]X =x)
i=1 i=1
= n-E(A|X =2x)
—0 firz=1,...,c+1
= 2-0112-0,3+4-0,5+4- P(S; <c¢) .
yr———7—— f = 2,...
Ry + 1—P(5, <) arzr=c+2,...,n

Also ist hier der Faktor mit dem = multipliziert wird, nicht gleich 5,6 fiir alle x,
sondern fiir z < ¢+ 1 kleiner und fiir z > ¢ 4 2 grofler.



