Bemerkung 1 (Hinreichende Bedingung fiir die
Giiltigkeit)

Es seien Zufallsvariablen X1, Xs,..., X, und Ay, As, ..., A, mit folgenden Eigenschaften
gegeben:

(V1) Xy,..., X, sind stochastisch unabhéngig

(V2) X; sind Bernoulli-verteilt fiir i = 1,...,n mit dem Parameter p (also P(X; = 1) = p,
PX;=0)=1—-pfiri=1,...,n).

(V3) Unter der Bedingung X; = 0 nimmt A; den Wert 0 mit Wahrscheinlichkeit 1 an, fiir
i=1,...,n. Formal: P(4; =0|X; =0)=1firi=1,...,n.

(V4) Unter der Bedingung X; = 1 nimmt A; die Werte by, ba, . .., by, jeweils mit Wahr-
scheinlichkeit p1,p2,...,pm an, wobei b; # 0 fiir alle j = 1,...,m, und den Wert 0
mit Wahrscheinlichkeit 1 — (py +-+-+pp) >0 firi=1,...,n.

n

Sei zur Abkiirzung X (= X1+ -+X,und S; = X-X; =

=Ty

X,firi=1,...,n

Behauptung:
1. X ist binomialverteilt mit den Parametern n und p. S; ist binomialverteilt mit den
Parametern n — 1 und p, fir allei=1,...,n
2. Firi=1,...,ngilt E(A;|X; =1) =bip1 + bapa + - - - + bypm

3. Wenn fiir ¢ = 1,...,n die Zufallsvariablen A; und S; stochastisch unabhéngig sind,
dann gilt fiir alle = € {0,...,n} die Gleichung

EQ)_AilX =a) =z (bipr + bapa + - - + bmpim)
i=1
Beweis:
1. gilt wegen (V1),(V2) (bekanntlich!)
2. folgt aus der Formel fiir Erwartungswerte und (V4).

3. Es ist im Folgenden immer zu beachten, dass alle b; # 0 vorausgesetzt sind und A;
wegen (V3) nur dann einen Wert b; annehmen kann, wenn X; den Wert 1 annimmt.

Fir jedes i = 1,...,n und jedes b € {by,..., by} gilt:
P(A; =bund X = 1)

P(4; = b|X = z) =

P(X =x)
weil b # 0 P(A;=bund X; =1 und X =z)
B P(X =2x)
Definition von §; P (A4; =bund X; =1 und S; =z — 1)
B P(X =)
weil b # 0 P(A;j=bund S; =z —1)
B P(X =z)



Dieser Ausdruck wird nun mit P(S; = x — 1) erweitert. Damit folgt dann

B B  PA;=bund S;=x—-1) P(S;i=x-1)
PAi=bX =2) = P(Si=z—1) P(X =)
n—1\ x—1/1 _ ,\(n—1)—(z—1)
mit 1. (x_1>P (1-p)
(i =0 N P e

- P(Ai:b|Si:a:—1)-n£p
Aus dieser Gleichung folgt
E(4|X = ) _ fj b; - P(A; = bj| X = z)
=1
obige Gleichung ibj P4 = byl =z 1) nip
=1
= 7;~gzlbj-P(Ai:bj\Si:x—l)

Nun wird aber ja vorausgesetzt, dass S; und A; jeweils stoschastisch unabhéngig
voneinander sind, deshalb kann man in der Gleichung die Bedingung S; = = — 1
jeweils weglassen und erhélt

T m
E(A)|X =x) = - > bP(A; = b))
j=1

Durch Aufsummieren iiber ¢ von 1 bis n erhilt man, weil wegen der Verteilungsan-
nahmen die rechte Seite nicht von ¢ abhédngt, den folgenden Ausdruck. Bei diesem
Ausdruck ist zu beachten, dass man dort das i einfach durch 1 ersetzen konnte:

EAIX =2) = Y E(AIX =)
=1

z m

" P(A; =b;
_ IL‘-ij ( 1p bj)
j=1
. P(A; = b))
= - b
jz::l TP(X;=1)
o n AP(AlzbjunXmzl)
= :zj.jzlbj PX, = 1)

denn A; nimmt positive Werte nur fir X; = 1 an. Damit folgt dann
E(ZAAXZ%) = x‘ijP(Alzbj‘Xlzl)
i=1 j=1

) x - (bipr + - + bmpm)



